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LE GRAPHE

Le graphe est I'objet mathématique qui représente le concept de
connexion, de liaison entre éléments (quels qu'ils soient).

Ce ne sont pas ces éléments (les sommets ou nceuds) qui sont
importants mais la facon dont ils sont reliés les uns aux autres

@ par des arétes quand le lien est bidirectionnel

@ par des arcs lorsque le lien possede un sens.
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DES VARIANTES
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DIFFERENTS TYPES DE GRAPHES

@ les graphes non orientés dans lesquels le lien n'est pas
directionnel et donc la connexion se fait dans les deux sens;;

@ les graphes orientés dans lesquels il y a un sens dans le lien
qui doit étre spécifié;

o les graphes étiquetés dans lesquels on dote le lien d'une
information supplémentaire (une étiquette) qui peut par
exemple étre un nombre (on parle alors de graphes valués) qui
représente la distance entre deux points ou le débit maximal
que peut supporter la connexion.
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APERCU HISTORIQUE

NAISSANCE

La théorie des graphes est née en 1736 quand Leonhard Euler
(1707-1783) démontra qu'il était impossible de traverser chacun
des sept ponts de la ville de Kénigsberg (aujourd'hui Kaliningrad)
une fois exactement puis revenir au point de départ.
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DEFINITION

Un graphe non orienté G est donné par un triplet (V, E,~)

@ V (comme vertex) est |'ensemble des sommets du graphe G
(aussi appelés nceuds du graphe);

@ E (comme edge) est I'ensemble des arétes du graphe G

@ v est la fonction d'incidence qui a chaque aréte associe les
sommets qu’elle joint. Comme une aréte peut joindre un
sommet a lui méme (une boucle) alors

v: E— U

ou U est le sous—ensemble de P(V) des parties a un ou deux

éléments.
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DEUX CAS DE FIGURE

Si a € E est une aréte de G, alors :

e soit y(a) = {s1,s2} alors on dit que a relie les sommets s; et
sp et donc que s; et sp sont adjacents.

@ soit y(a) = {s1} alors on dit que a est une boucle sur le

sommet s7.

ARETES PARALLELES

On dit que deux arétes sont paralléles si elles ont les mémes

extrémités :

a1l|a2 & v(a1) = v(a2)

Donati & Stolfi
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GRAPHE SIMPLE

DEFINITION

Un graphe simple est un graphe non orienté qui n'a ni boucles ni
arétes paralléles.

REMARQUE

Dans de nombreux contextes les graphes qui apparaissent sont
forcément simples.

Certains livres réservent le mot graphe uniquement aux graphes
simples.
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L'ordre d'un graphe est le nombre de sommets du graphe. I
Si G=(V,E,y)

o(G) = card(V)

«40>» «F>» «=)» <« Q>
P

it
-



Le degré d'un graphe est le nombre d’arétes du graphe. I
Si G=(V,E,y)

d(G) = card(E)
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Le degré d'un sommet s € V est le nombre d'arétes issues de s.
Notation : d(s).

REMARQUE

Quand on calcule le degré d'un sommet, les boucles qui passent
par ce sommet comptent deux fois.
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G=(V,E)
°o V= {51,52,53,54}
o E= {31,32,33,34,35,36}
o |'application  définie par
o y(a1) = {s1,%}
o y(a2) = {s1,s3}
o v(a3) = {s1,%}
o v(as) = {ss}
o y(as) = {ss,%2}
o v(a) = {s3. %}

o(G)=4,d(G)=6
d(s1)=3; d(s2) =4; d(s3) =2; d(ss) =3; .
P T -
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THEOREME
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La somme des degrés de tous les sommets d'un graphe est égal au
double du degré du graphe.

> d(s)=2-d(G)

seV

PREUVE

Chaque aréte a deux extrémités, donc fait augmenter de 1 le degré
de chacune de ses extrémités.

DANS L’EXEMPLE 1 :
d(s1)+d(sp)+d(s3)+d(ss)=12=2x6

Donati & Stolfi M2201-1
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CONSEQUENCE
COROLLAIRE

Dans un graphe il ne peut pas y avoir un nombre impair de
sommets de degré impair.

PREUVE

Comme la somme des degrés de tous les sommets est un nombre
pair (le double du degré du graphe), si on avait un nombre impair
de sommets de degré impair on aurait un total impair.
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SOLIDES

FIGURE GEOMETRIQUE
Tout polygone, ainsi que tout polyedre peut étre considéré en tant
que graphe.

LE CUBE ET LE TETRAEDRE
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LE CONTREXEMPLE PARFAIT

et de degré 15.

Le graphe de Petersen est un graphe simple particulier d'ordre 10
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REPRESENTATION MATRICIELLE
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PRINCIPE
Il s’agit de représenter les connexions d'un graphe par une matrice

carrée.
Il faut pour cela que les sommets soient numérotés de 1 a o(G).

MATRICE D’ADJACENCE
La matrice d'adjacente d’'un graphe non orienté G d'ordre n dont
les sommets sont

V ={s1,5,...,5,}

est une matrice A de taille nx n dont I'élément a;; est le nombre
d'arétes qu'il y a entre le sommet s; et le sommet s;.

Donati & Stolfi M2201-1




EXEMPLE 1

La matrice d'adjacence de G

est
0210
201 1
A=l 1100
0102
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PROPRIETES DE A
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PROPRIETES

o La matrice d’adjacence d'un graphe non orienté est toujours

symétrique

o Les éléments de la diagonale représentent les boucles

@ Si G est simple alors A ne comporte que des 0 ou des 1 et sa

diagonale est 0

o La somme des éléments de la ligne i donne d(s;).
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Comment dire si deux graphes représentent la méme connectivité
méme si les sommets et les arétes ont des noms différents, ou bien
s'ils sont dessinés de facon différente ?

DEFINITION
Deux graphes G = (V,E,v) et G' = (V’',E’,+') sont isomorphes si
et seulement si il existe deux applications bijectives :

@ ¢:V — V' entre les sommets;

@ 1) : E — E' entre les arétes

qui respectent les fonctions d'incidences; c'est a dire que

Vae E,y(a) = {s1,52} = 7' (¥(a)) = {e(s1). ¢(s2)}

Donati & Stolfi M2201-1



DEUX GRAPHES ISOMORPHES

Il suffit de définir ¢ de la facon suivante :

e(s1)=t1 et o(s3)=t3
p(2)=1ts et (sa)=t2

PN G
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CRITERES D’ISOMORPHISME

PROPOSITIONS

S| deux graphes sont isomorphes alors ils ont
@ méme nombre de sommets (méme ordre)
@ méme nombre d'aréte (méme degrés).

@ De plus, deux sommets en bijection doivent avoir méme degré.

IL N’Y A PAS DE RECIPROQUE

Ce n'est pas parce que deux graphes ont méme ordre, méme degré
et des sommets de méme degrés qu'ils sont isomorphes.
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NON ISOMORPHES

DEUX GRAPHES AVEC MEME DEGRE ET MEME ORDRE MAIS
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SOUS-GRAPHE

24/58

DEFINITION

Un sous graphe d'un graphe G est un graphe G’ composé d'une
partie des sommets de G avec une partie des arétes qui les relient.

STABLE

Un sous graphe stable d'un graphe est un sous ensemble de
sommets deux a deux non adjacents.

EXEMPLE
Le graphe du carré est un sous graphe du graphe du cube.

Donati & Stolfi M2201-1
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(GRAPHES SIMPLES

RAPPEL
Un graphe est simple s'il n’a ni boucles ni arétes paralléles.

PROPRIETES
o dans un graphe simple G, chaque sommet est au maximum de
degré o(G) —1
@ si G est un graphe simple avec n sommets alors
n(n—1)

d(6) < =

26/58 Donati & Stolfi M2201-1
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GRAPHE COMPLET

Graphes complets
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DEFINITION

Un graphe complet est un graphe simple dans lequel chaque
sommet est adjacent a tous les autres.

PROPRIETES DES GRAPHES COMPLETS

o Un graphe complet est un graphe ou la connectivité est

maximale ;

e Dans un graphe complet chaque sommet est de degré

o(G)—1;
@ Si G est complet d'ordre n alors :
n(n—1)
d(G) = ——=
(6)=""
27/58 Donati & Stolfi M2201-1
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LE GRAPHE COMPLET D’ORDRE n EST NOTE K,
K1 est un seul sommet
K> sont deux sommets reliés par une aréte

K3 a la forme d'un triangle

Ky a la forme d'un tétraedre

LE GRAPHE COMPLET D’ORDRE 5 : Kjs

et

Donati & Stolfi M2201-1



Graphes non orientés Graphes complets

Graphes simples Graphes réguliers
Parcourir un graphe Graphes bipartites
Coloration Graphes planaires

GRAPHES REGULIERS

DEFINITION

Un graphe régulier est un graphe simple ou tous les sommets sont
de méme degré.
Si ce degré est r, on parlera de graphe r—régulier.

PROPRIETES
o les graphes complets sont réguliers

@ si un graphe d'ordre n est r—régulier alors son degré est
d _ nXr
=2

EXEMPLES
@ les polygdnes sont 2—réguliers
@ les polyedres réguliers sont des graphes réguliers

@ le sraphe de Petersen est 3—régulier.
29/58 Donati & Stolfi M2201-1
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GRAPHES BIPARTITES

DEFINITION

Un graphe bipartite est un graphe simple ou les sommets peuvent
se partager en deux groupes V = Vj U V5 tels que :

@ chaque sommet de V; est adjacent a tous les sommets de V5 ;
@ chaque sommet de V, est adjacent a tous les sommets de Vi ;
@ aucune aréte ne relie les sommets de V4 entre eux;
@ aucune aréte ne relie les sommets de V5 entre eux;

Si card(V1) = n et card(V2) = m on note ce graphe K,

PROPRIETES DES GRAPHES BIPARTITES
e o(Knm)=n+m
e d(Knpm)=nxm

30/58 Donati & Stolfi M2201-1
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EXEMPLES DE GRAPHES BIPARTITES

EXEMPLES
@ Ko est le graphe complet d'ordre n
@ K1 s'appelle une étoile

@ K33 apparait dans le probleme des trois maisons et des trois
chemins.

K33

)

31/58 Donati & Stolfi M2201-1
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GRAPHES PLANAIRES

DEFINITION DE GRAPHE PLANAIRE

Un graphe G est planaire s'il existe un graphe G’ isomorphe a G
qui est dessiné dans le plan sans que deux arétes se croisent.

LE CUBE EST UN GRAPHE PLANAIRE CAR IL PEUT ETRE
DESSINE AINSI :

32/58 Donati & Stolfi M2201-1




EXEMPLES DE GRAPHES NON PLANAIRES

o le graphe complet d'ordre 5 : K5
o le graphe bipartite K33

Un graphe est planaire si et seulement si il ne contient pas de sous
graphe isomorphe soit a Ks soit a K3 3.
40> «Fr «=)r < > Q>
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CHAINE
,
DEFINITION

Une chaine est une suite quelconque de sommets et d’arétes
adjacents.
La longueur d'une chaine est le nombre d'arétes qu'elle comporte.

EXEMPLE 1

Par exemple s; —az —s) —ag —
S4— a4 —S4—as —S)—dg—S3
est une chaine de longueur 5.

35/58 Donati & Stolfi M2201-1
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CYCLE

Chaine et cycles
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DEFINITION

Un cycle est une chaine dont les deux extrémités sont confondues

et toutes les arétes sont distinctes.

Si une aréte se répéte on parlera plutét de chaine fermée.

EXEMPLE 1

36/58 Donati & Stolfi
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S51]—a3—S—ag—S3—a—3S1
est un cycle de longueur 3.
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DISTANCE

DEFINITION

Chaine et cycles
Connexité

Graphes eulériens
Graphes hamiltoniens

@ On appelle distance de deux sommets du graphe, la longueur
de la plus courte chaine qui relie ces deux sommets.

@ La distance d'un sommet a lui méme est nulle.

o Deux sommets qui ne peuvent étre reliés par une chaine sont
considérés comme étant a une distance infinie.

o Le diametre d'un graphe est la distance des deux sommets les

plus éloignés I'un de I'autre.

DANS L’EXEMPLE 1

la distance entre s; et s, est égale a 2; c'est aussi le diametre de

ce graphe.

37/58 Donati & Stolfi
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CHAINES ET MATRICE D’ADJACENCE

PROPRIETE
Soit G un graphe non orienté et A sa matrice d'adjacence.
o I'élément (i,j) de A2 = A x A donne le nombre de chaines de
longueur 2 entre les sommets i et j.

o I'élément (i,j) de A3 = A x A? donne le nombre de chaines de
longueur 3 entre les sommets i et j.

EXEMPLE 1
0 210 5 1 2 2
12011 2 |1 6 2 2
A= 1 1 00 A= 2 2 21
01 0 2 2 21 2

Il'y a donc 5 facons d'aller de s; vers s; avec des chaines de

38/58 Donati & Stolfi M2201-1
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CONNEXITE
,
DEFINITION

Un graphe non orienté est connexe s'il existe toujours une chaine
qui permet d'aller d’'un sommet a un autre du graphe.

EXEMPLE DE GRAPHE NON CONNEXE

39/58 Donati & Stolfi M2201-1
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FERMETURE TRANSITIVE
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DEFINITION
La fermeture transitive d'un graphe non orienté G est le graphe G
@ qui a les mémes sommets que G

@ qui a une aréte entre s; et s si dans G il y a une chaine entre
s1 et 5.

FERMETURE TRANSITIVE DE I’EXEMPLE 1

@&—©
& 8

Donati & Stolfi M2201-1
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CALCUL DE LA FERMETURE TRANSITIVE
§i A est la matrice d’adjacente du graphe G, on obtient la matrice
Ade G
@ en partant de la matrice A
e en mettant 3 1 I'élément (i,j) de A si dans A2 I'élément (i, )
est non nul, pour tenir compte des chaines de longueur 2
entre s; et s;

e en mettant 3 1 I'élément (i,j) de A si dans A3 I'élément (i, )
est non nul, pour tenir compte des chaines de longueur 3
entre s; et s;

@ ainsi de suite jusqu'a ce qu’'on n'ajoute aucun nouveau 1

41/58 Donati & Stolfi M2201-1
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CONNEXITE ET FERMETURE TRANSITIVE

CONNEXITE

Un graphe simple non orienté G est connexe si sa fermeture
transitive G est un graphe complet.

e Dans la fermeture transitive de ce graphe
on aura deux copies de K, disjointes.

42/58 Donati & Stolfi M2201-1
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GRAPHES EULERIENS

DEFINITION

@ une chaine eulérienne est une chaine composée de toutes les
arétes du graphe prises chacune une fois et une seule.

@ Un cycle eulérien est un cycle présentant les mémes propriétés
o Un graphe eulérien est un graphe possédant un cycle eulérien

e Un graphe semi—eulérien (ou traversable) est un graphe
possédant une chaine eulérienne

REMARQUE

On impose de passer une et une seule fois par chaque aréte mais
pas de passer une et une seule fois par chaque sommet.

43/58 Donati & Stolfi M2201-1
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THEOREME

Chaine et cycles
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THEOREME D’EULER

@ Un graphe simple est eulérien si et seulement si il est connexe
et tous ses sommets sont de degré pair.

@ Un graphe simple admet une chaine eulérienne entre deux
sommets a et b si et seulement si ce graphe est connexe et si
a et b sont les seuls sommets de degré impair de ce graphe.

@ Un graphe simple est traversable si et seulement si il a au
maximum deux sommets de degré impair.

44/58 Donati & Stolfi
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EXEMPLES

PonNnTs DE KONIGSBERG

Tous les sommets sont de degré impair ; donc ce graphe n'est ni

eulérien ni semi—eulérien.
On ne peut donc pas traverser tous les ponts une et une seule fois.

as/58 Donau&Stolfi | M22011
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DESSINER UNE ENVELOPPE (OUVERTE/FERMEE)

=7 [

Graphe ni eulérien, ni

Graphe semi—eulérien mais non
semi—eurélien

eulérien.

=] = = QA
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(GRAPHES HAMILTONIENS

Chaine et cycles
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DEFINITIONS

@ une chaine hamiltonienne est une chaine qui passe une fois et
une seule par chaque sommet du graphe situé entre les deux

extrémités de la chaine.

@ Un cycle hamiltonien est un cycle qui passe une fois et une

seule par chaque sommet du graphe.

@ Un graphe hamiltonien est un graphe possédant un cycle

hamiltonien.

47/58 Donati & Stolfi
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CONDITIONS

48/58

A quelle(s) condition(s) un graphe est-il hamiltonien ?

Il n’existe aucun critére simple pouvant le dire... pas comme pour
les graphes eulériens. Mais il existe quelques critéres suffisants (pas
nécessaires).

THEOREME 1

Soit G un graphe simple d'ordre n > 3. Si pour toute paire de
sommets (a, b) non adjacents, on a deg(a)+ deg(b) > n alors G
est hamiltonien.

THEOREME 2

Soit G un graphe simple d'ordre n > 3. Si pour tout sommet a de
G, on a deg(a) > 3, alors G est hamiltonien.
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Graphes non orientés
Graphes simples
Parcourir un graphe
Coloration

AUTRES CONDITIONS

Chaine et cycles
Connexité

Graphes eulériens
Graphes hamiltoniens

PROPOSITIONS

@ un graphe possédant un sommet de degré 1 ne peut étre

hamiltonien.

@ si un graphe posséde un sommet de degré 2, les deux arétes
dont ce sommet est une extrémité doivent faire partie de la

chaine.

@ un graphe complet est toujours hamiltonien.
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PROBLEMATIQUE
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Colorer un graphe signifie attribuer une couleur a chacun de ses
nceuds de maniere a ce que deux nceuds adjacents soient de
couleurs différentes.

Souvent, on cherche a minimiser le nombre de couleurs nécessaire.

EXEMPLE D’APPLICATION

Probléme d'allocation de fréquences dans les télécommunications :
les réseaux de télécommunication sont composés d'émetteurs
émettant chacun sur une fréquence particuliére et lorsque deux
émetteurs sont trop proches on ne peut leur allouer la méme
fréquence a cause des interférences.
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DEFINITION
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Soit G un graphe non orienté simple.

Colorer G c'est associer une couleur a chaque sommet de G de
facon a ce que deux sommets adjacents aient des couleurs
différentes.

COLORATION EVIDENTE

Si on n'utilise que des couleurs différentes (autant de couleurs que
de sommets) on a une coloration triviale.

NOMBRE CHROMATIQUE

Le nombre chromatique d'un graphe G, noté par x(G) est le
nombre minimal de couleurs nécessaires a colorer le graphe
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PROBLEME DES 4 COULEURS

CAS PLANAIRE

Le probléme des 4 couleurs a résisté aux recherches de
mathématiciens et informaticiens jusqu'en 1976. Pourtant |'énoncé
datait de 1852 : toutes les cartes peuvent étre colorées avec 4
couleurs sans que deux régions limitrophes aient la méme couleur.

PREUVE

Pour la premiere fois une démonstration mathématique a besoin de
I'aide d'ordinateurs : pour compléter la preuve il fallait traiter
individuellement 1478 cas critiques. Et pour cela il a fallu 1200
heures de calcul.
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ALGORITHME GLOUTON
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@ Ranger les sommets par ordre de degrés décroissants

© Donner la premiére couleur au premier sommet.

@ On passe au sommet suivant et on lui donne la premiere
couleur qui n'est pas utilisée par les sommets adjacents

@ on recommence le point 2 jusqu'a la fin de la liste des
sommets.

HEURISTIQUE

Cet algorithme fonctionne mais ne donnera pas la meilleure
coloration possible.

Mais il a une bonne complexité et donne des colorations
acceptables sauf dans certains cas.
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ALGORITHME DE WELSH ET POWELL

© Ranger les sommets par ordre de degrés décroissants

Attribuer au premier sommet (A) de la liste une couleur.

© Suivre la liste en attribuant la méme couleur au premier
sommet (B) qui ne soit pas adjacent a (A).

@ Suivre (si possible) la liste jusqu’au prochain sommet (C) qui
ne soit adjacent ni a A ni a B.

@ Continuer jusqu'a ce que la liste soit finie.

@ Prendre une deuxiéme couleur pour le premier sommet (D)
non encore colorié de la liste.

@ Répéter les opérations 3 a 5.

@ Continuer jusqu'a avoir coloré tous les sommets
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CALCUL DE x(G)

Il n'existe pas d'algorithme polynomial qui résolve ce probleme
dans le cas général pour I'instant.
Il'y a toutefois des résultats partiels.

PROPOSITION
@ Si G est complet,x(G) = o(G)
Si d est le degré le plus élevé des sommets, alors x(G) < d+1

Si G contient un sous-graphe complet d'ordre n alors x(G) > n

Si le graphe est planaire x(G) < 4 (théoréme des 4 couleurs).
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Le degré max d'un degré est 4, il contient K3 donc 3 <y <5
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